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Durch Schraubung einer Geraden g um eine zu ihr windschiefe 
Grade g, als Achse entsteht die allgemeine Schraubenregelfläche. 

Sie ist vom Standpunkte der darstellenden Geometrie aus ein- 
gehend untersucht worden*), während eine ausführlichere analytische 
Behandlung noch nicht gegeben ist. 

Erwähnung findet die Fläche außer bei anderen bei L. Bianchi, 
der im 17. Band des Giornale di Matematiche vom Jahre 1879 auf . 
Seite 14—17 ihre Krümmungsverhältnisse betrachtet, und ferner bei 
G. Pirondini, der in den Nouv. Ann. (3) 6 (1887) auf Seite 87 ın 
kurzer Notiz die Bedingungen mitteilt, die zwischen den Konstanten 
in der Gleichung der Fläche bestehen müssen, damit diese abwickelbar 
sei resp. von den Binormalen der auf ihr liegenden Schraubenlinien 
gebildet werde. 

Auf den folgenden Blättern werden nun einige der Haupteigen- 
schaften der allgemeinen Schraubenregelfläche auf analytischem Wege 
abgeleitet, indem bekannte Resultate mit den Ergebnissen eigener 
Untersuchungen zu einem Ganzen verschmolzen sind. Bei der Be- 
handlung der geodätischen Linien und der Betrachtung der Abwicklung 
auf Rotationsflächen treten elliptische Funktionen in die Rechnung. 


Es ist dem Verfasser eine Ehrenpflicht, auch an dieser Stelle 
seinem verehrten Lehrer, Herrn Privatdozenten Dr. Paul Epstein 
in Straßburg i. E., für die Angabe des Themas, sowie für den mannig- 
fachen, bei der Abfassung der Arbeit erteilten Rat seinen besten 
Dank auszusprechen. 


$ 1. Die Gleichung der Fläche. Allgemeine Eigenschaften. 


Nehmen wir die Schraubungsachse g, zur z-Achse und die Gerade, 
in welche der kürzeste Abstand der beiden Geraden g und 9, für eine 
willkürlich angenommene Anfangslage hineinfällt, zur x-Achse, so 
ist damit ein rechtwinkliges Koordinatensystem festgelegt, und auf 
dieses beziehen wir die Lage der Flächenpunkte. 

Für die Koordinaten &,, Yg, 2, eines Punktes P auf der Erzeugen- 
den in der Anfangslage besteht alsdann die Relation: 


%=A, 2, = Yo: cotg 6, 
wenn a den Minimalabstand der beiden Geraden y und 9,, und Ö 
ihren Winkel bedeutet; dabei soll ö der Ungleichung 


0<d<>7 
*, Z. B. im Lehrbuch von Rohn und Papperitz, 2. Band, Seite 126ff., 


Leipzig 1896. 
1 + 


On a 


genügen. Die mit der Lage des Punktes P auf der Erzeugenden 
veränderliche Koordinate y, bezeichnen wir fortan mit v. Bei der 
Ausführung der Schraubenbewegung wird die Erzeugende aus ihrer 
Anfangslage um die 2-Achse gedreht und gleichzeitig um eine dem 
Drehungswinkel proportionale Größe parallel der z-Achse verschoben. 
Die Proportionalitätskonstante, der sogenannte Parameter der Fläche, 
sei mit b und der Drehungswinkel mit u bezeichnet. 

Beachtet man, daß bei der Schraubung — wir nehmen die links- 
gängige — die Größen a und Ö unverändert bleiben, so erhält man 
leicht für die Koordinaten des Punktes P in der neuen Lage die 
Ausdrücke: 

x=4Cc08U —vVSInu, 


(1) y=asin u-+vcosu, 
z=b-u -+v-cotgd. 


Durch diese Gleichungen ist die allgemeine Schraubenregelfläche 
in den Parametern « und v dargestellt. Die Kurven u = const. sind 
die Erzeugenden. Jeder ihrer Punkte beschreibt bei der Bewegung 
eine Schraubenlinie; alle diese Schraubenlinien haben die 2-Achse zur 
gemeinsamen Achse und als gleiche Ganghöhe die Größe h = 2zlb. 
Es sind die Parameterkurven ® = const. Wird der Abstand eines 
Punktes auf einer Erzeugenden von deren Schnittpunkt mit der Kurve 
v = rechtwinklig auf die xy-Ebene projiziert, so ist die Projektion 
gleich v. Die Kurve v = O0 wird von dem auf der Erzeugenden liegen- 
den Fußpunkte ihres Minimalabstandes von der z-Achse beschrieben. 

Diese ausgezeichnete Schraubenlinie wählen wir zur Leitlinie 
der Regelfläche.*) Ferner führen wir in (1) durch die Gleichung 
v=w.sind als Parameter w den Abstand eines Punktes auf der 
Erzeugenden von deren Schnittpunkt mit der Leitlinie ein und er- 
halten die Gleichungen 


z=q4cosu — wsinu-sind, 
(la) y=asinu+ w cosu- sind, 

2=b:u +mwcosd. 
Hierin sind nunmehr die Faktoren von w 

I=— sinuw-snd, m=cosu-sind, n=cosÖ 
die Richtungskosinus der Erzeugenden « und die von w freien Glieder 
die Koordinaten eines Punktes der Leitlinie 
%y=acosu, y=-asınıu, 3=b-u, 

deren Bogenelement 


ds, = Var ıb?.du 


*) Vgl. zum folgenden: Darboux, Lecons sur la thöorie generale des 
surfaces, Paris 1887—96, IIlieme Partie, pag. 293 #. 


En 
ist. Die Leitlinie wird von allen Erzeugenden unter konstantem 
Winkel geschnitten; es ist nämlich der Winkel %, unter dem die 
Erzeugende u die Leitlinie trifft, bestimmt durch die Gleichung 


, ‚ , du a-sind + b.cosd 
(2a) yltyemteNn) ga Vate 
Hieraus folgt 
» ö — bsind 
2b Re ne 
“r) Ve’ + 


Durch die Akzente sind die Ableitungen nach u bezeichnet. Zur 
Abkürzung setzen wir 


| a-smnd+b-.csd=Ä, 
(3) a.coodo—b-snd=bB, 
ar bec=4 DB, 
und ferner i 
} ”ım”+n”=P, Yuitmytnd—=(Q,, 
R u + +24 =P, lntmytnzy— 
Letztere Größen haben im vorliegenden Fall die Werte 
DB sm orale, 
Beesch 0, = A. 


Der Mittelpunkt der Erzeugenden u, d. h. der in ihr liegende 
Endpunkt ihres kürzesten Abstandes von der benachbarten Erzeugenden 
“+ du, ist gegeben durch 


(4b) 


also nach (4b) durch 
w=(Q. 


Folglich ist die Leitlinie selbst der Ort der Mittelpunkte der Er- 
zeugenden, die sogenannte Striktionslinie. 

Für do, den Minimalabstand der beiden konsekutiven Erzeugenden, 
haben wir die Gleichung 


See De 2 
do -VPRZGERE qu 
1 


also nach (4b) und (3) 


do = B- du. 


Im allgemeinen schneiden sich somit zwei benachbarte Erzeugende 
nicht, die gegebene Fläche ist windschief. Ist indes 
(da) B=0, dh db=a.cotgo, 
so ist do=(; ın diesem Fall schneiden sich zwei konsekutive Er- 
zeugende; die Fläche ist abwickelbar und ihre Striktionslinie fällt 
mit der Rückkehrkante zusammen. 

Wir führen hier noch den ebenfalls ausgezeichneten Fall an, daß 


NEE 


die Striktionslinie Orthogonaltrajektorie der Erzeugenden ist, was 
nach (2a) im allgemeinen nicht zutrifft. Es ist 9 — —, wenn 
(5b) b=—atgd, also A=O ist. 


Die Fläche wird alsdann von den Binormalen der Leitlinie gebildet.*) 

Bisher haben wir gefunden, daß die Leitlinie eine isogonale 
Trajektorie der Erzeugenden und die Striktionslinie der Regelfläche 
ist; sie ist dann auch geodätische Linie der Fläche, d.h. ihre Haupt- 
normale fällt in jedem Punkt mit der Flächennormale zusammen.**) 
Ist dies aber der Fall, so läßt sich die Fläche so verbiegen, daß die 
Leitlinie eine Gerade wird; wır lassen sie der Einfachheit halber zur 
2-Achse werden. Dabei hört die Fläche nicht auf, Regelfläche zu sein.***) 

Da s, =e:wu den Bogen der Leitlinie darstellt, haben wir für 
die verbogene Leitlinie die Gleichungen 

=D), m=0, „me. 

Das Koordinatensystem (878) sei hierbei identisch mit dem System (xyz). 
Ferner schneiden die Erzeugenden der verbogenen Fläche ihre Leit- 


linie, die z2- Achse, unter dem Erd Winkel %. Diese Forderungen 
erfüllt jede Regeliliche, die durch die Gleichungen 


E=i-w, 


(6) = un 
S=c-u+v-w 
definiert ist, worin A, u, v die Richtungskosinus der Erzeugenden « 
sind, also 
?+u+v=1 und v= 008% ist. 

Die auf die gegebene allgemeine Schraubenregelfläche (1) abwickel- 
bare Fläche (6) finden wir nun, wenn wir A und u so als Funktionen 
von u bestimmen, daß die beiden Flächen dasselbe Linienelement 
haben. Dazu ist aber erforderlich, daß die aus den sechs Funktionen 
&,, 9, & und A, u, v entsprechend den Gleichungen (4a) gebildeten 
Größen auch dem System (4b) genügen, da sich das Linienelement 
beider Flächen in der Form darstellt 


() d?= dw?+20Q,dw- du+ (P,w+20Q,:w-+ P,)du?.7) 
Die drei letzten Gleichungen von (4a) sind von selbst erfüllt; 
aus der ersten Gleichung folgt 


sin dA Lu, 
also 


4 = Ysin?d — u?. 
*), Vgl.G. Scheffers, Einführung in die Theorie der Flächen, Leipzig 1902, 
8.226 und G.Pirondini, Nouv. Ann. (3) 6 (1887), p. 87. 
**, Vgl. O.Bonnet, Journ. €Ec. polyt. 19 (1848), p. 71. 
”**, Vgl. Darboux, Ilieme Partie, p. 304. 
7) Vgl. Darboux, Illiöme Partie, p. 294. 


ken er 


Ferner ergibt sich aus den Beziehungen 
?+wW+vV=]1 und v=cos® 
die Gleichung 
= Vsin?$ _ u? 
und nach einmaliger Differentiation die Relation 
Ar tun =0, 
die nach Einsetzen der Ausdrücke für A und 4A’ in die Gleichung 


du _ sind 
du sin® 


. Vsin?$ — u? 
übergeht. 

Setzen wir fest, daß für u—= 0 die Funktion u gerade den Wert 
sin® annimmt und somit A= 0 wird, was erlaubt ist, da wir da- 
durch nur die willkürliche Anfangslage der Erzeugenden der ver- 
bogenen Fläche festlegen und zwar derart, daß sie in die yz-Ebene 
hineinfällt, so lautet das Integral der Differentialgleichung: 


U 


u 
sin Ö d 
| a 
sın 9 Vsin®s — u® 
0 in. 


sı 


Die Integration ergibt 
sind 


De ZZ resne 
sın ® sl 


na 977 
also 


u = sin® - cos (I u): 
Setzen wir diesen Ausdruck in 
= Ysin?$ — u? 
ein, so findet sich für A der Wert 


k + sin ö 
= sind sin ( ): 


sind“ 
Wir haben nunmehr die Gleichungen der verbogenen Fläche ge- 
funden; sie heißen 


L sin d ’ 
= w.sin(- u) sin®, 
> sın® 
— W - COS ( gs u) sın$ 
Ye sin® ’ 


E=Cc-U+W-cos®. 
Führen wir durch die Substitutionen 


—  y=VW und sind -w=w, 


na in: 


die Parameter v, und w, ein und bedenken, daß nach (2b) und (3) 
c-sin$® = B ist, so erhalten wir die Gleichungen in der Form: 
E=w,- sind, 
(8) ) 
= mw colgd®tvı any 
Diese Fläche ist die scharfgängige Schraubenfläche oder ge- 
neigte Wendelfläche, deren Erzeugende mit der Schraubungsachse 
den Winkel ® bilden und deren Schraubenlinien die Ganghöhe 
2x: (acotgö — b) haben. 
Unser Ergebnis lautet also: 
„Die offene schiefe Schraubenregelfläche (1) ist in die ge- 


schlossene (8) verbiegbar. Für den Fall der abwickelbaren Fläche 
(b= acotg 6) geht die Fläche (8) in ihren Leitkegel über.“ 


Es sei hier eine kurze Einschaltung erlaubt. 
Mit den Gleichungen (3) 
A=asind-+ bcosd, 
B=acosö — bsind, 
a+ = @—= 424 B: 
bestehen auch die Beziehungen 
(9) a= Asind-+ Bcosd, 
b= Acosd — Bsind. 


Also spielen bei der Schraubenfläche 
X= Acosuw— vsinu, 
(10) Y= Asinu-+veosu, 
Z=bDb-.u-+v: cotgd 
die Größen a und b die Rolle, welche bei der Fläche (1) A und B 


einnehmen. 

Aus diesem Grunde ordnen wir die Flächen (1) und (10), die 
auf dasselbe Koordinatensystem bezogen seien, einander zu und 
nennen sie assoziierte Flächen. 

Die Beziehung a?+ b?= A?+ B? läßt erkennen, daß die Win- 
dungen der Leitlinien zweier assoziierter Flächen einander gleich sind. 

Der abwickelbaren Fläche entspricht ein einschaliges Rotations- 
hyperboloid, der Binormalenfläche eine geschlossene schiefe Schrauben- 
fläche und umgekehrt. Die zum gleichen Wert von w gehörigen 
Erzeugenden zweier assoziierter Flächen sind einander parallel, liegen 
also in einer Ebene; in dieser liegen folglich auch die Verbindungs- 
linien der entsprechenden Punkte der beiden zugeordneten Er- 
zeugenden. Man sieht leicht, daß besagte Linien einander parallel 


SH 


sind und mithin die betreffenden Teilstrecken gleiche Länge haben. 
Beachten wir, daß 
X—&=(A-a)cosu, 
Y—-y=(A-a)sinu, 
Z—z=(B-b):u 
ist, so können wir sagen: 

„Zieht man zu den Verbindungslinien » P der entsprechenden 
Punkte zweier assoziierter Schraubenregelflächen die Parallelen durch 
einen Punkt der gemeinsamen Achse und trägt von diesem die Längen pP 
auf den Parallelen ab, so liegen die Endpunkte auf einer gewöhn- 
lichen Schraubenlinie.“ 

Der von den Parallelen gebildete Kegel wird von einer zur 
Achse senkrechten Ebene in einer hyperbolischen Spirale geschnitten.) 


Wir gehen nunmehr weiter und betrachten zum Schluß dieses ersten 
Paragraphen die einfachsten ebenen Schnitte der Schraubenregelfläche. 

Schneidet man die Fläche mit einer normal zur Schraubenachse 
gelegten Ebene, so erhält man als Schnittkurve die bei Rohn und 
Papperitz sogenannte Normalkurve; legt man die Schnittebene durch 
die Schraubenachse, so schneidet sie die Meridiankurve aus. 

Die Normalkurven sowohl als auch die Meridiankurven sind 
unter sich kongruent und können als Erzeugende der Fläche dienen, 
wie überhaupt jede Kurve, die alle auf der Fläche gezogenen Schrauben- 
linien trifft. Setzen wir in (l) z=(0, so erhalten wir für die in 
der xy-Ebene gelegene Normalkurve die Gleichungen 
| C=40cosuw + ie sin“, 

(11) 


y=asınu — u. cosu. 


cotgö 
Diese besagen, daß der Normalschnitt der Fläche eine Kreisevolvente 
ist und zwar eine geschweifte, gespitzte oder verschlungene, je nach- 


= AR 
dem 5 Sa cotg 0 oder BB 0 ist.**) 


Die Doppelpunkte, in denen die Kreisevolvente sich selbst über- 
schneidet, — sie liegen alle auf einer Graden, für (11) auf der 
x-Achse — beschreiben bei der Schraubenbewegung die sogenannten 
Doppelkurven der Fläche, in denen sich der obere und der untere 
Flächenteil durchsetzen. ***) 


Die Unterscheidung der drei Fälle B = 0, die wir noch häufiger 
zu machen genötigt werden, erlaubt eine geometrische Erläuterung. 

*, Vgl. G.Loria, Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven, 
deutsch von F. Schütte; Leipzig 1902, S. 446. 


*", Vgl. Loria, Seite 499. 
*#) Vgl, Rohn und Papperitz, Seite 97. 
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Verstehen wir nämlich unter der Steigung der Leitlinie den 
Winkel & der Tangente in einem ihrer Punkte mit der Schrauben- 
achse, so ist d, der Winkel der Flächenerzeugenden mit der Achse, 


kleiner, gleich oder größer als &, je nachdem b = a cotg 6 ist. 


Zum Meridianschnitt nehmen wir zweckmäßig die &z-Ebene. 
Nach (1) lauten alsdann die Gleichungen der Meridiankurve 
W 
Re RE, 
(12) cos u 
z=b.u—a:.cotgd-.tgu. 
Die Kurve besteht aus unendlich vielen Zweigen, die abwechselnd 
die Grade <= -+ a von rechts und die Grade <= — a von links 
berühren, wobei sich die Ordinaten zweier aufeinanderfolgender Be- 
rührungspunkte, die wir Scheitel nennen, um die Größe b:. x unter- 
scheiden. Innerhalb des von den beiden Parallelen zur 2-Achse 
begrenzten Streifens liegt kein Kurvenpunkt. Jeder Zweig besteht 
aus zwei Ästen, die symmetrisch zu der durch den Scheitel gehenden 
Parallelen zur x-Achse verlaufend sich ins Unendliche erstrecken. 
Wir beschränken uns auf die beiden aufeinanderfolgenden Zweige 
mit den Scheiteln 
%— 05 0 
und 
= —a, 2=be. 


Der erstere wird durch (12) dargestellt, wenn u alle Werte von — 5 bis 


7 Be . Ta DEE .. 
+ 5 durchläuft, und der zweite, wenn u von + us wächst. Für 


TT . . a . .. io. TE 
“= — , sind x und z beide positiv unendlich, während füru=+ 
x positiv und 2 negativ unendlich ist. In beiden unendlich fernen 
Punkten hat 

dz bceos’uw— acotgö 

AR a sin u 


. . . . . TU 
einen bestimmten endlichen Wert, und zwar in dem einen (u —= — 2) 


den Wert + cotgö und in dem anderen (a =+ 2) den Wert — cotg 0. 


Da ferner 
dz Db.u.sinu-+ (acotgd— b) cosu 


dx sin u 
für v= — = den Grenzwert — = und für = +2 den Wert + = 
besitzt, sind die beiden symmetrisch zur x-Achse gelegenen Graden 
br 
2.2.0000 — —- 


und 


2=—n.ctgd + 


SE ee 


Asypmtoten des Kurvenzweiges mit dem Scheitel 
a 


und zwar die Grenzlagen, die die Tangenten für = x annimmt.) 
Die beiden Asymptoten schneiden sich im Punkte 


= tg, N, 


unter dem Winkel 180° — 20. 
Auf analoge Weise findet man für den Schnittpunkt der Asymp- 
toten des Zweiges mit dem Scheitel 
ea, g8—=bn 
die Koordinaten 


b 
= tg, =D: 


Man sieht ohne weiteres, daß die Asymptote des unteren Astes des 
ersteren Zweiges mit der des oberen Astes des zweiten Zweiges zu- 
sammenfällt und daß die beiden anderen Asymptoten parallel sind; 
entsprechendes gilt natürlich für je zwei aufeinanderfolgende Zweige. 

Weiterhin ist ersichtlich, daß die auf gleicher Seite der z-Achse 
gelegenen Zweige sich in Punkten der Doppelkurven der Fläche 
überschneiden und ferner, daß die Asymptoten eines Zweiges die 
Projektionen der zur x2-Ebene parallelen Erzeugenden des zugehörigen 
Flächenstücks auf die Ebene y= 0 sind. 

Schließlich fragen wir, ob der einzelne Zweig ausgezeichnete 
Punkte besitzt. Man erkennt ohne Mühe, daß der zu einem Doppel- 
punkt — falls ein solcher existiert — gehörige Wert von u sich 
aus der Gleichung 


tg u b 
u qa-.cotgd 
bestimmt; da nun immer 
tg u 
Bl 


ist, so muß, damit die Gleichung reelle Wurzeln habe, 
b > acotgö 
sein. 

Im Falle b>a.cotgd sind zwei reelle, einander gleiche, aber 
entgegengesetzte Wurzeln vorhanden, die zugehörigen Tangenten 
bilden gleiche Winkel mit der Symmetrieachse des Zweiges, auf ihr 
liegt der gemeinsame Berührungspunkt. Im Grenzfall b= a: cotg od 
fallen die Tangenten in die Achse zusammen, der Zweig besitzt in 
seinem Scheitel eine Spitze. 

Dem Doppelpunkt entspricht eine weitere Doppelkurve, der 
Spitze die Rückkehrkurve der Fläche, die alsdann abwickelbar ist. 


*, Vgl. J. Serret-Harnack, Lehrbuch der Differential- und Integral- 
rechnung, Leipzig 1897, 1. Band, Seite 233. 
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Aus der Gleichung für den Krümmungsradius von (12) 


PB [e? - sin? + (b cos? u — a cotg Ö)?] 2 
| ala cotgd — b(1 + sin’w)] 


geht hervor, daß Wendepunkte der Meridiankurve die durch die 
Gleichung 


a cotge d —b 


sınv=-+ ee 
bestimmten Punkte sind; damit diese Gleichung reelle Wurzeln habe, 
en a: cotgdö >b 


sein; im Falle acotgd =D sind diejenigen Punkte, in denen R ver- 
schwindet, die, für welche v=0(modx) ist; dies sind die Spitzen. 
Unsere Betrachtung ergibt, daß man, 
entsprechend wie beim Normalschnitt, den einzelnen Zweig 
der Meridiankurve als geschweift, gespitzt oder verschlungen 
bezeichnen kann, je nachdem 


= San 
b > cotgd oder B = 0 
ist und daß nur die geschweiften Kurven Wendepunkte be- 


sitzen.*) 


$ 2. Fundamentalgrößen. Haupttangentenkurven und geodätische 
Linien. 

Bei den folgenden Untersuchungen gehen wir von der Form $1 (1) 
der Gleichungen der Fläche aus; die Bezeichnungen schließen sich 
an die an, welche in der „Einführung in die Theorie der Flächen 
von G@. Scheffers, Leipzig 1902“, gebraucht sind. 

Zur Bestimmung der sechs Fundamentalgrößen hat man aus$1(1) 
die ersten und zweiten partiellen Ableitungen von z, y, z nach u 
und » zu bilden. Anus ihnen erhält man für die Größen erster 


Ordnung ® _ De 2) BE 
(1) F-D ne 


rn 


hierin ist, wie fortan immer, für eine Summe, die in z, y, 2 sym- 
metrisch gebildet ist, zur Abkürzung nur das auf x bezügliche Glied 
hingeschrieben. 

Aus (1) SE 


(2) - VEG-F?= .-—.. VR+%. 


*) Vgl. Rohn und Papperitz, Seite 126 und Loria, Seite 465. 
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Für die Richtungskosinus «&,, «,, & der Flächennormalen ergibt 
sich weiterhin 


2 02 0 B: cosu — vsinu:-cosd 
D- co, A Y— 


ou Mm du 0v sind ’ 
> D _ 02 060 0x 0Oz DB-sinu-+vcosu-cosd 
(3) Den 0 ou 00 sind l 


Endlich haben die Fundamentalgrößen zweiter Ordnung die 


Werte 
ar 0°y 0°2 0°x aB+v°.cosd 
L-4 5:8 5:t en >u VB?+v ’ 


0°x B 
u Den ner 


N=- Da 0. 


Sowohl E, Fund G als auch L, M, N hängen nur von, einer 
Variabeln, von v, ab; diese Eigenschaft ist für alle Schraubenflächen 
charakteristisch.*) 

Das Krümmungsmaß der Fläche in einem Punkte ist ausgedrückt 


durch 


LN— M? 
SE, 
und der Wert der mittleren Krümmung bestimmt sich aus der 
Gleichung 


K 


EN—2FM+GL 
D: 

Da im vorliegenden Falle die Fundamentalgrößen reine Funktionen 

von v sind, folgt, daß sämtliche Punkte derselben Schraubenlinie 


auf der Fläche die gleichen Krümmungsverhältnisse haben. 
Aus (1), (2) und (4) findet man 


I 


(5) Je A. Being cad(B Fr) 
| (B?+ 0% 
Im Falle der abwickelbaren Fläche $ 1 (da) ergibt sich 
(da) 09 
E ® 
und für die Binormalenfläche $ 1 (5b) gilt 
(5b) re cd 


[a®—+ cos?d- ve 
Weiterhin folgt 


B?.sin?d 
© aeı.o 


Für 5=0 wird auch X =. 
*, Vgl. Enneper, Götting. gel. Anz., Jahrg. 1870, 3, S. 335. 


Die Krümmung der allgemeinen Schraubenregelfläche ist also 
in allen Punkten negativ oder die Fläche ist, wie jede windschiefe 
Regelfläche, überall hyperbolisch gekrümmt; mithin besitzt die 
Dupinsche Indikatrix reelle Asymptoten. 

Folglich sind die beiden Scharen von Haupttangentenkurven 
reell. Ihre Differentialgleichung lautet 

LdawW+2Mdudv+ Nda®! —=0, 
also nach (4) 
(7) (aB + v?- cosd) du + 2Baudv =. 

Durch du=0 ist diese Gleichung befriedigt, d. h. die eine 
Schar der Haupttangentenkurven wird von den geradlinigen Er- 


zeugenden der Fläche gebildet. 
Für die andere Schar folgt aus (7) die Gleichung 


2B dv 
(8) ee: 
ae cos d 


Wir unterscheiden drei Fälle. 


1>D > 
Der Integralwert lautet alsdann 
—— 
u=—2 Ve u er konst. 
ver cos d 
2, B=0. 


Für die abwickelbare Fläche fallen die beiden Scharen von 
Asymptotenlinien mit den Erzeugenden zusammen. 


3. DS). 


Die Integration von (8) liefert 


u= Ve le ie =; + konst. 
cosd 


Wir gehen nun zur Betrachtung der geodätischen Linien über 
und zwar vom Linienelement der Fläche aus. 
Dieses ist gegeben durch die Gleichung 


ds®= Edu?+ 2Fdudv + Gdv!, 
also nach (1) durch 
(9) d?= (+ v 


a3 FR 
Wir formen den Ausdruck um; en vereinigen wir die beiden 
ersten Glieder zu einem vollständigen Quadrat, indem wir schreiben 
A 2 v®@+B? dv 
Bu ee 
ee, (du % (v2 + e?) sind dv) {5 v+c? sin? 


RA) 


sodann setzen wir 
du-+ Geworrih —k-du, 
wo %k eine Konstante ist, oder nach u aufgelöst 
(10) u=k-u a urc tg — + konst. 


 e.sind 


Führen wir diesen Wert für « ein, so nimmt das Linienelement die 
Gestalt an 

f B’+v? dv? 

(11) d=P(+VY)dn’+G ne 


Da hier der Koeffizient von du, - dv verschwindet, sind die neuen 
Parameterkurven «, = konst. und v = konst. aufeinander senkrecht, 
oder die Kurven «u, = konst. sind die Örthogonaltrajektorien der 
Schraubenlinien; da ferner der Faktor von dv? unabhängig ist von w,, 
sind die Kurven «, = konst. geodätische Linien; die Schrauben- 
linien sind also geodätische Parallelen.*) Bei der Binormalenfläche 
sind die Kurven «, = konst. identisch mit den Erzeugenden u = konst. 

Setzen wir schließlich in der Gleichung (11), die wir später be- 


nutzen werden, 
v2 E= B? dv? 
, v2+c? sin?‘ 


— 2 FÜR AU, 
so erhalten wir 
(13) d?= (+0) du? + dv”); 


hierin ist aus (12) v als Funktion von v, einzusetzen. 

Die Parameterkurven u, = konst. und v, = konst. sind isometrische 
Linien und bilden ein System von geodätischen Ellipsen und Hy- 
perbeln. Die Form (13) des Linienelements besagt, daß die Schrauben- 
regelfläche wie alle Schraubenflächen zur Gattung der Liouville- 
schen Flächen gehört, d.h. zu den Flächen, deren Linienelement sich 
schreiben läßt 

d?= (U+V)(du+dv), 


wo U eine Funktion von « und V eine solche von v allein ist. Für 
die Liouvilleschen Flächen kann nun die Differentialgleichung der 
geodätischen Linien vollständig integriert werden. Sie lautet nämlich 
FI PIAN SEN! 8) 
du? + dv? du? + dv? ; 

Im vorliegenden Fall läßt sie sich ohne Mühe auf die Form bringen 
VY,du _ 

u) ind 
wenn V, = k?(c? + v?) gesetzt ist. 


*, Vgl. Darboux, Ilieme Partie, p. 410. 
#*) Vgl. Darboux, Illitme Partie, p.9 und 20. 


N se 


Das vollständige Integral dieser Gleichung lautet 
a ar 
vo no 
mit den Integrationskonstanten C, und (,. 
Aus (15) folgt nach (12) 


© Gi VB?’-+v: er 

1 ya 1: SC 
ne Ve 
Wir fordern, daß reellen Werten von v reelle Werte von u, ent- 
sprechen, d. h. 


Ö, sei positiv und 
k?(c? + v?) sei größer als (.. 
Setzen wir 
17 RR. 1), 
k.0,:VC, + Integrationskonstante = u, 


so lautet nach (15a) und (10) die gesuchte Gleichung der geodä- 
tischen Linien 

A Vo? + B? A © 
(16) reg fee DEE dv Team wg tb 
die vu als Funktion der Variabeln ® und der Parameter A und u dar- 
stellt und zwar derart, daß jedem reellen Werte von v, der der Un- 
gleichung 


Bi 


genügt, ein reeller Wert von u entspricht. 

Durch jeden Flächenpunkt gehen unendlich viele geodätische 
Linien, die alle ins Unendliche verlaufen. 

Geben wir A einen bestimmten Wert, so greifen wir damit ein 
System von Kurven heraus, das durch Schraubung in sich übergeht. 

Die geodätischen Linien lassen sich, wie wir im folgenden sehen 
werden, nach dem Gesichtspunkte ordnen, ob sie alle auf der Fläche 
liegenden Schraubenlinien schneiden oder nicht. Unter den der letzteren 
Klasse angehörenden Kurven gibt es zwei verschiedene Arten, die 
einen näheren sich asymptotisch einer ausgezeichneten geodätischen 
Linie, nämlich der Leitlinie, und die anderen verlaufen außerhalb 
gewisser Flächenstücke. 

Diesen kurzen Bemerkungen folge nun die eingehendere Unter- 
suchung. 

Das in (16) vorkommende Integral ist ein elliptisches. Wir be- 
handeln es mit Hilfe der Weierstraßschen Theorie der elliptischen 
Funktionen und benutzen die „Formeln und Lehrsätze zum Gebrauch 
der elliptischen Funktionen. Nach Vorlesungen und Aufzeichnungen 
des Herrn K. Weierstraß bearbeitet und herausgegeben von 
H. Schwarz, Göttingen, 1885.“ 


— 11 — ; 
Wir haben oben die Bedingung gestellt, daß v der Ungleichung 
ii ES A? , & 


genüge; die Größe des willkürlichen Parameters A bestimmt also die 
zulässigen Werte von v. 


Wir unterscheiden die drei Fälle: 


7a Ind, 
2 Arch 
3. CAR 
1. Erster Fall: 
I FE a el 


v nimmt jeden Wert von — 00 bis + oo an, also erstrecken sich 
die geodätischen Linien über die ganze Fläche. Der Grenzfall A = 0 
läßt die Orthogonaltrajektorien der Schraubenlinien als geodätische 
Kurven erkennen. Die unter dem Integral auftretende Größe 
2— 1, 

die wie vorausgesetzt positiv ist, setzen wir gleich 

Ba 
Es besteht alsdann die Beziehung 

NEE 

Es ist das Integral in (16). 


Ver+B’-do 
zn 


-( Zu TC a, a Ver 4) w L Bi) 


J=J — 4?:J,, wo J, ein Integral 1. Gattung und J, ein solches 
3. Gattung ist; wir formen diese um. 


Durch die Substitution v® = t geht J, über in 


a ee > 
Da diejenigen Werte, für welche in » der Ausdruck unter dem 
Wurzelzeichen gleich Null wird, der Größe nach geordnet 


Ö, 7 DB’, ee 

sind, so setzen wir 
t=Ss—6, 
t+B=5—e, 


mit der Bedingung, daß 
+6 +&,=0 


rer 


sei. Durch Subtraktion ergibt sich 
& —-—6%=B,, 
GEH, 
=" — BD 
und hieraus 


„+ B? 
e #7 3 )) 
„”—3B? 
FE 3 FE) 
B2—- 2%? 
Dee ak 
Ferner ıst 
> >6&. 


Das Integral w hat jetzt die Form 


W= n ’ 
=: Vas— 0) — 6)(— 6) 


s=p(w+ w), 
wo w' eine Konstante ist. 

Die Größe w soll als unabhängige Variable eingeführt werden 
und zwar soll der Wert w = 0 dem Werte J = O0 entsprechen; setzen 
wir nun fest, daß J für v = 00 verschwinde, so ist dann = x, also 
s=%, d.h. es muß w = sein. Es ist daher 


s=p(w). 


Alsdann ist 


Damit J als Funktion von w dargestellt werden kann, muß noch das 
elliptische Integral 3. Gattung J, als Funktion dieser Variabeln be- 
rechnet werden. 

Durch die Substitution v”’ =? geht J, über in die Form 


dt 
|HWwerRES 
Es hat sich ergeben 
t= pw) — &, 
mithin ist 
dt=p(w)dw 


und mit Rücksicht auf die Beziehung 


— p’(w) = V4(pw) — e,)(p(w) — &)(p(w) — &) 


dw 
ne 


Die Integrationskonstante werde, wie festgesetzt, so bestimmt, 
daß J, für w= 0 verschwindet. 


tolgt 


RR 
1 

Du) = ze Fe 
den Perioden der p-Funktion. 

Damit reellen Werten des Argumentes auch reelle Werte der 
auftretenden elliptischen Funktionen entsprechen, sei unter 2o die 
kleinste positiv reelle und unter 20’ die kleinste positiv rein imaginäre 
Periode der p-Funktion, die zusammen ein primitives Periodenpaar 
bilden, verstanden, so daß also ein elementares Periodenparallelogramm 
ein Rechteck ist. 

Zur Ausführung der Integration ist die Kenntnis der Unendlich- 
keitsstellen von ®(w), also der Nullstellen von 


gu) pw) -+E=-s-n+e 
erforderlich. g@(w) verschwindet für 


ist eine gerade elliptische Funktion mit 


Sr er ac: 
dieser Wert ist reell und genügt der Ungleichung 


Jedem endlichen von den Größen e,, &, €, verschiedenen Werte s, 
der Funktion s=p(w) entsprechen aber zwei inkongruente Werte 
des Argumentes w (w, und — w,); im vorliegenden Fall ist 


N 
Er h IRRE: 
wo x positiv und kleiner als n st. 


In w, und — w,, sowie in allen zu diesen kongruenten Punkten 
wird ®(w) unendlich und zwar zur ersten Ordnung. 

Die Entwicklung von p(w) in der Umgebung des Poles w, 
nach Potenzen von w — w, lautet 


7 1 „7 
yw) = gm) ww) +5, y"w) w—wm)’+t; 
daraus ergibt sich für ®(w) die Entwicklung 
D(w) = 


2 
FR + fet. cont., 


wo 
1 1 


1 pw) P’m) 
ist. Im Pole — w, hat ®(w) das Residuum — (.. 

Wir wissen, an welchen Stellen und in welcher Weise die 
Funktion ® unendlich wird; damit ist sie bis auf eine additive 
Konstante bestimmt. 

Und zwar können wir sie*) in der Form darstellen 


D(w) B C, # C, Ks 0) 5 6 (w, el, 


| c(w, — w) c(w, + w) 


*) Vgl. Schwarz, Artikel 16. 
2* 


ae 


Die Konstante C, ist leicht zu ermitteln, weil ®(w) für = 0 ver 
schwindet; es ergibt sich 


oe 


c(w,) 


Durch Integration erhält man nun 


I LIOL, CL, + 0, w + 0, -log nat 


o(w, — W) 


(ww, 4 w)' 


Es ist festgesetzt worden, daß das Integral für w=0 verschwinde; 
daraus folgt 


iD. 
Mithin ist 
6 1 
J, = — 10%: +, : log nat a a) 


und ferner 


I=-w+4[w+C, ln in). 


Wir drücken die in (16) vorkommende Funktion are tg = noch 


als Funktion von w aus. Es ıst 


”=t=p(w) — e, 
also 


v- VW) == 


Durch Pa der Resultate erhalten wir als Endergebnis: 


= u + 505: [20 + 1) w + 4°C, - log nat Sn) 
6, (w) « 
LEN arc tg sw) 
c- sind C 


2. Zweiter Fall: 
Azad, 


Die geodätischen Linien, die durch diese Ungleichung charakterisiert 
sind, verlaufen auch wie im ersten Fall über die ganze Fläche. 
Der Grenzfall A= 4 ergibt die geradlinigen Flächenerzeugenden 
als geodätische Kurven. 
Setzen wir wie in 1. 


so besteht die Beziehung 
Den 


Die unter 1. gebrachte Untersuchung besitzt offenbar auch für 
diesen „zweiten Fall“ Gültigkeit, wenn nur die Werte der Größen 
e, und e, miteinander vertauscht werden. 


3. Dritter Fall: 
ee 


N 


Den Wert A= oo schließen wir aus, weil wir für diesen Fall 
bei den oben gestellten Bedingungen imaginäre Resultate erhalten. 

Ist A=c, so reduziert sich das elliptische Integral in (16) auf 
eine zyclometrische und logarithmische Funktion. Denn es ist 


I a nd =r . log nat nn 


A A 
— art tg VetB: 
Die Ba a gelten für positives und die unteren für nega- 


tives v. 


Die Gleichung (16) lautet mithin 


a B+yor+B 
= | FB log nat S 
Ä A v 
EN a FAR 
oder 
EB og ee 
(17) an 
e Alaretg a V? +B I+tu 


Für alle reellen Werte von v mit Ausnahme des Nullwertes 
wird die Klammer endlich reell; fürvo=0 wird u=o. D.h. 
die Leitlinie der Fläche ist nach der Bezeichnungsweise des Herrn 
Hadamard Asymptote der durch die Gleichung (17) dargestellten 
geodätischen Linien.*) Und zwar gehen durch jeden Flächenpunkt 
nach Hadamard zwei geodätische Kurven, die die Leitlinie erst im 
Unendlichen schneiden, oder mit anderen Worten, durch jeden Flächen- 
punkt gibt es zwei Parallelen an die Kurve v=0. Diese ausge- 
zeichnete geodätische Linie teilt die Fläche in zwei unbegrenzte 
Schalen. Eine Kurve (17) verläuft entweder ganz in der einen oder 
ganz in der anderen Schale. 

Dies gilt auch von den geodätischen Linien, die durch die 
Ungleichung 

a 
charakterisiert sind und zu deren Betrachtung wir uns jetzt wenden. 
Wir setzen die negative Größe 
eV =—x. 


Dann lautet das Integral in (16) 


A Js vo+B! dv 
we + cäVot rn? 


Die Realitätsbedingung 


v2 > x? 


*, Vgl. Journ. de Math. (5) 4, 1898, 8. 56 ff. 


22 — 


besagt, daß die geodätischen Linien in gewisse symmetrisch zur 
Leitlinie gelegene Flächenbereiche nicht eintreten. Für den Grenz- 
fall 0’ = x? wird zwar der Integrand unendlich, das Integral indessen 
konvergiert. Wir schließen daraus, daß eine durch ® <A? charak- 
terisierte geodätische Linie, die ganz auf einer der beiden Flächen- 
schalen verläuft, aus dem Unendlichen kommend eine durch den 
Wert von x bestimmte Schraubenlinie berührt, um alsdann wieder 
ins Unendliche zurückzukehren. 

Die entsprechend dem Falle 1. durchgeführte Untersuchung des 
Integrales J ergibt folgende Beziehungen 


22°? BD? 
SF; 3 me) 
Bi zo 
Gr 3 ‚) 
2B?’+x° 
ee 5 ’ 
s—-p(W), 


t=p(w) — &, 
folglich 
| pl) = pw) — + €, 
mithin 
1a — ld. 
s; genügt gleichfalls der Ungleichung 
> 28. 


Der Ausdruck von J hat also dieselbe Form wie in 1., ebenso der 
6, (W) 


von « bis auf das letzte Glied, das wegen = p(w) — , = ek 


lautet: 


c(w) 
en, 
Zum Schlusse dieser Paragraphen stellen wir die Gleichung der 
geodätischen Linien der abwickelbaren Tangentenfläche (D= 0) auf; 
wir werden dabei nicht auf elliptische Funktionen geführt. 
Weil A?=c° ist, schaltet der zweite Fall der vorhergehenden 


Betrachtung aus. 
11 Ve 


Die Gleichung (16) lautet 
| 


2 I [ 2 
a ne me pegt 


oder 
c-v-+AYv?-+ c? 
a ing aretg - en en 
9, ET 
Es ergibt sich 
ce. v FI Vyvr —- (MR 6) 
u—-ut.. n arctg ER, ; 


Es sei hier erwähnt, daß es auf der abwickelbaren Fläche zu 
einer gegebenen geodätischen Linie durch einen gegebenen Punkt 
nur eine Parallele oibt. 


$s3. Krümmungslinien und Krümmungsverhältnisse. 
Die Differentialgleichung der beiden Scharen von Krümmungs- 
linien lautet 
(EM — FL)dW“ + (EN— GL)dudv+(FN—- GM)d” =0, 
also nach $ 2 (1) und (4) 


= ae Bir inet v2. cos ö)| du? an aB + v?.cosd 


mg du-dov 


= de — 0, 


Rn Ö 
und nach einfacher Rechnung 
b-sind(P+VvM)du+(aB+v?-cosö)du-dv+B-d”=0. 


Die Integration dieser Gleichung hängt nur von Quadraturen ab, 
und zwar wird man auf elliptische Integrale aller drei Gattungen 
geführt. 

Für den speziellen Fall der abwickelbaren Fläche, für die die 
Beziehung B=0 besteht, wird die eine Schar von Krümmungs- 
linien von den Erzeugenden u = konst. gebildet und die andere von 
deren Orthogonaltrajektorien 


® 
Be konst., 


die gleichfalls ebene Kurven sind. 

Die Tangentenfläche der gewöhnlichen Schraubenlinie ist die 
einzige abwickelbare Fläche mit ebenen Krümmungslinien.*) 

Wenn die Krümmungskurve einer Fläche eben ist, so bilden 
die Flächennormalen in den Punkten dieser Kurve eine developpabele 
Fläche, deren Rückkehrkurve eine Schraubenlinie auf einer allge- 


”, Vgl H.Resal, Exposition de la theorie des surfaces, Paris 1891, p. 52. 


a ae, 


. . .. 1% . 0 .. Ü 
meinen Zylinderfläche ist.*) Die zu den Krümmungslinien u-+ „ —konst. 


gehörigen Rückkehrkurven sind gewöhnliche Schraubenlinien, näm- 
lich die Kurven vo — konst. auf dem geraden Kreiszylinder mit der 


Gleichung 


= (4:cosu, 
y=4-sinu, 
z=u-.acoted + ee 

= in sin (20) 


Dieser Zylinder stellt also den einen abwickelbaren Mantel der 
Krümmungsmittelpunktsfläche der Tangentenfläche der gewöhnlichen 
Schraubenlinie dar; der andere Mantel artet in eine unendlich ferne 
Kurve aus. 

Nach L. Bianchi**) ist jede Schale der Zentrafläche einer 
beliebigen Schraubenfläche wieder eine solche mit derselben Achse 
und demselben Parameter, wie sie der Ausgangsfläche eignen. Im 
vorigen Paragraphen haben wir die Orthogonaltrajektorien u, der 
Schraubenlinien v auf der Schraubenregelfläche $ als geodätische 
Linien erkannt; ihre 00? Tangenten bilden nach Beltrami das 
Normalensystem einer Schar paralleler Flächen 2, die Bianchı 
Evolventen nennt; offenbar ist die Ausgangsfläche S ein Mantel der 
Evolutenfläche der Evolventen. Der zweite Mantel wird als Er- 
gänzungsfläche zu $ bezüglich der geodätischen Linien z, bezeichnet. 
Diese kann auch als der Ort der Mittelpunkte der geodätischen 
Krümmung der Schraubenlinien v definiert werden. ***) 

Jede Evolvente Z, sowie die Ergänzungsfläche $’ ist eine 
Schraubenfläche, die die gleiche Achse und denselben Parameter 
besitzt wie 8. 

Die Gleichung von 8’ lautet nach Bianchi 


| DBIS N 
= b:colgl- cu sinn, 
: ee) 
1 BEL N u ee 
(1) n b » cotg d Snu + ng Cosu, 
bu 
N ne 


S’ ist wie, $ geradlinig und beide Flächen sind aufeinander abwickelbar. 
Im folgenden wenden wir die allgemeine Theorie Bianchis 
auf die beiden Spezialfälle, die durch die Gleichungen 
b=0 
und. dA=( 


charakterisiert sind, an. 


*) Vgl. J. Serret-Harnack, 1. Band, Seite 445. 

**) Vgl. Giorn. di mat. 17 (1879) p. 12—35. 
| *“) Vgl. Bianchi, Vorlesungen über Differentialgeometrie, Deutsch von 
M. Lukat, Leipzig 1899, Seite 248 und 238. 


Setzen wir in (1) B=(, betrachten also die Tangentenfläche 7 
der gewöhnlichen Schraubenlinie, so artet die Ergänzungsfläche $’, 
d.i. der eine Mantel der Krümmungsmittelpunktsfläche der Evol- 
venten &, in die Kurve aus 


& = — acotg?ö - cosu, 
(2) n = — acotg?d - sinu, 
= ua: cotgo. 


Dies besagt, daß die Evolventen &' Kanalflächen sind*); unter einer 
Kanalfläche versteht Monge in seiner „Application de l’Analyse ä 
la Geometrie“ die Umhüllende einer Schar von oo! Kugeln. 

Die Schraubenlinie (2) ist der Ort der Mittelpunkte der Kugeln, 
die von der Kanalfläche umhüllt werden, und die oo! Kreise, in 
denen die Fläche von den Kugeln berührt wird, sind die eine Schar 
ihrer Krümmungslinien. Man findet nun ohne Mühe, daß die Kugeln 
alle den gleichen Radius haben, daß also die Evolventen & Schrauben- 
röhrenflächen sind. 

Ihre Gleichung lautet 


= — a: cotg?d - cosu + R(cosp - cosu — sinösing- sin), 
(3) n=—a cotg?d -sinu + R(cosp -sinu + sindsing - cosu), 
= u-acotgö + Rcosösing. 


Hierin bedeutet R den Kugelradius; sein Wert charakterisiert eine 
der oo! Evolventen; der Parameter p bezeichnet den Winkel, den 
ein beliebiger Radius der Krümmungskreise mit der Hauptnormalen 
der Schraubenlinie (2) bildet, und ist mit dem Parameter v» durch 


die Beziehung verknüpft 
sing = mL En 
. Vv’sin?d+ a? 
Die Mittelpunktskurve (2) hat folgende einfache geometrische Be- 
deutung; sie ist mit dem Ort der Mittelpunkte der Schmiegungs- 
kugeln der Leitlinie der Tangentenfläche 7 bis auf die Stellung im 
kaume identisch und zwar fällt sie mit dieser durch eine Drehung 
um 180° um die 2-Achse zusammen. Die Tangente in einem ıhrer 


Punkte bildet mit der z- Achse den Winkel = Ö. 


Wir haben den Satz gefunden: 

„Die abwickelbare Tangentenfläche einer gewöhnlichen Schrauben- 
linie ist der eine Zentramantel der oo! parallelen Schraubenröhren- 
flächen, deren Mittelpunktskurve mit dem Ort der Mittelpunkte der 
Schmiegungskugeln der gegebenen Schraubenlinie identisch ist und 
durch eine Drehung um zwei Rechte um die Schraubenachse mit ihm 
zusammenfällt; die Mittelpunktskurve, gleichfalls eine gewöhnliche 


*, Vgl. Scheffers, Seite 461. 
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Schraubenlinie, stellt den zweiten ausgearteten Zentramantel der 
Röhrenflächen dar.“ 

Wir gehen zum zweiten Spezialfalle über: 

Es sei A=(. 

Die Fundamentalgröße F' verschwindet, also schneiden sich die 
Parameterkurven «u und v rechtwinkelig; die Orthogonaltrajektorien 
der Schraubenlinien sind folglich die oo! Erzeugenden der Fläche. 

Die Ergänzungsfläche fällt mit der Ausgangsfläche zusammen, 
und die Schar paralleler Flächen 2 artet in die oo! Schrauben- 
linien v = konst. aus, deren gemeinsame Binormalen die Erzeugen- 
den u sind. 

Nach Bianchi ist der Ort der Mittelpunkte der Schmiegungs- 
kugeln der Schraubenlinien einer Schraubenfläche wieder eine solche 
mit gleicher Achse und gleichem Parameter. Die Normalkurven 
beider Flächen stehen in einem einfachen Zusammenhang und zwar 
erhält man die eine aus der anderen durch eine Transformation ver- 
mittelst reziproker Radien mit der Potenz — b?, dem Quadrat des 
Parameters beider Flächen; das Zentrum der Inversion ist der Punkt, 
in dem die jeweilige Schnittebene die gemeinsame Achse trifft. 

Die inverse Kurve der Kreisevolvente (11) des ersten Para- 
graphen hat die Gleichung: 


A- COSU — —— U - sin“u 
ia p2 = cotgod 
se 0 b? ee) 
a? RT Te 
A % cotg? od 
(4) ; 
aSIn U — Eos «UCOSU 
ya 8 


a’—+ Se u? 
Für den Fall der abwickelbaren Fläche (B=0 oder b=a:cote0d) 
stellt die Gleichung (4) eine Tractrix complicata dar”). 


$4. Abwickelung auf Rotationsflächen. 


Zwei Flächen 7 und F, sind dann, und nur dann, aufeinander 
abwickelbar, wenn die beiden Differentialformen, welche die Linien- 
elemente von F' und F\, darstellen, ineinander transformierbar sind. 

Edmond Bour hat den interessanten Satz entdeckt, daß zu jeder 
Schraubenfläche ein unendliches System von Rotationsflächen exi- 
stiert, die auf dieselbe abwickelbar sind, wobei den Schraubenlinien 
die Parallelkreise der Rotationsfläche entsprechen. 

Nach $ 2 (11) ist das Linienelement der allgemeinen Schrauben- 


regelfläche 
B?+v? dv? 


c?+v? sin?‘ 


da?—= ke + NMdu? + 


”) Vgl, horia, 8.073. 


Bee 


die Kurven «, = konst. sind die Orthogonaltrajektorien der Schrauben- 
linien v = konst.; sie gehen bei der Verbiegung in die Meridian- 
kurven über. 

Das Linienelement einer Rotationsfläche mit den Gleichungen 


z=0.C005p, 
y=_0-sing, 
2=f(e), 


ds’ = (1 + f(O’)de? + o’dpf, 
wobei die Kurven o = konst. die Parallelkreise und die Kurven 
— konst. die Meridiane mit der Gleichung 2=f(e) sind; o be- 
deutet den Parallelkreisradius. 

Sollen nun Schraubenfläche und Rotationsfläche aufeinander ab- 
wickelbar sein, so muß völlige Übereinstimmung der Linienelemente 
in ihren einzelnen Teilen vorhanden sein. Diese wird durch folgende 
Gleichungen hergestellt 


lautet 


up, 
1?(0 + 0) = 0°, 


212 RB° j 
= ce? = (1 rich (0 def. 


e . 2 3 d 
Trägt man aus der zweiten dieser Gleichungen v und a als 


Funktionen von oe in die dritte Gleichung ein, dann hat man eine 
Bestimmungsgleichung für f’(o), aus der durch Quadratur für die 
Meridiangleichung der Rotationsfläche folgt: 


FE — 
ee )-® PU — k?.c? 
A) or ı Ve sin?d je Ö N, Is 


0’ 2% 


Die Konstante % kann alle beliebigen Werte mit Ausnahme des 
Nullwertes annehmen. Das vorstehende elliptische Integral ist in 
zwei besonderen Fällen ausführbar, nämlich 


er IR = = ) 
c-sind 
und 
2a für KR—= m : 
sin?‘ 
1. Erster Fall: ER — (is ) 
ce-sınd 


> 7—tt. 


f(e) = 
2 (E sin?d 


Ba ee 


3 ; 4 A 
Integrieren wir zwischen den Grenzen -——. und og, so folgt 
sin d 2 


Aal 2.Ve-; se 


Die Gleichung der Ba lautet alsdann 
(2) e+r-ele ) 


sind 


Sie stellt das einschalige Rotationshyperboloid dar, dessen Achse 


die 2-Achse ist und dessen Kehlkreisradius den Wert 
A 
sin d 


=qa-+b:.cotgd 
besitzt. 

Wir haben also den bekannten Satz gefunden: 

„Die allgemeine Schraubenregelfläche ist auf ein einschaliges 
Rotationshyperboloid abwickelbar.“ 

It A=0, so wird k=0, d.h. 

die Binormalenfläche der Leitlinie läßt besagte Abwickelung 
nicht zu*). 

1 


2. Zweiter Fall: K= ——- 
sin?d 


Kor sin 
wel E, , ) 


Durch Integration folgt 


z=f(o)-  \lognat (e +Ye: an + 0 rn 


Wir drücken og durch 2 aus und setzen zur Abkürzung 


ins 4 


sin?d ‚ } 
Geben wir der willkürlichen Konstante des Integrals den Wert 
C’ sind 
e 25 
C 


so erhalten wir durch Addition der beiden vorstehenden Gleichungen 
z =  g8sind 
Bi Be 


*, Darboux, Illieme Partie, S. 313. 


N 
oder 


(3) el) 


sind 


Die durch diese Gleichung dargestellte Kurve ist Gewölbelinie ge- 
nannt worden.*) Sie verhält sich zur Kettenlinie so, wie die Ellipse 
zum Kreis.**) 

Bianchi erhält auch eine solche Kurve als Meridian der Rota- 
tionsfläche, die aufeine bestimmte Dinische Fläche abwickelbar ist.***) 

Unser Ergebnis lautet: 

Die allgemeine Schraubenregelfläche ist auf die Rotationsfläche 
abwickelbar, deren Meridiankurve eine Gewölbelinie ist. Diese Rota- 
tionsfläche nennen wir Gewölbefläche. 

Die Kurve (3) liegt symmetrisch zur g-Achse und erzeugt durch 
Rotation um die z-Achse die Gewölbefläche. 


It A=(0, so sind go = Er und 


ee) 


Die Gewölbelinie geht also in diesem Falle in die Kettenlinie und 
folglich die Gewölbefläche in das Katenoid über. 

Wir sehen, daß nicht nur, wie allgemein bekannt, die gewöhn- 
liche Schraubenfläche (Hauptnormalenfläche), sondern auch die Binor- 
malenfläche der gewöhnlichen Schraubenlinie auf das Katenoid ab- 
wickelbar ist.y) 

Beachten wir die unter 1. und 2. gefundenen Resultate und 
bringen wir sie in Beziehung zu den Bemerkungen von Darboux 
im 3. Band, Seite 312 und 313, so können wir den von Darboux 
ausgesprochenen Satz dahin erweitern, daß wir sagen: 


„Alle Regelflächen, für welche der Verteilungsparameter 
konstant ist, und deren Striktionslinie die Erzeugenden unter 
einem konstanten Winkel # schneidet, sind auf die Gewölbe- 
fläche abwickelbar; ist ® ein rechter Winkel, so geht die 
Gewölbefläche in das Katenoid über.“ 

Es bleibt noch die Behandlung des elliptischen Integrals in der 
allgemeinen Meridiangleichung (1). 
Setzen wir zur Abkürzung 


2 A® .2 22 
k (5 c*) 


1 ” 
sin’d 


= M 


*, Vgl. Schlömilch, Übungsbuch zum Studium der höheren Analysis, 
Leipzig 1879, I. Teil, Seite 101. 
*", Vgl. Loria, Seite 579. 
=), Vgl. Giornale di Mat. 17 (1879), p. 31. 
7) Vgl. Darboux, Illieme Partie,. p. 312. 


ae 


und 
KB.e=n, 
so erhalten wir 


Vi-— k?.sin? e?— m 
f(e) = ksin ö Vrta+o 


Vi R?sin?ö[ — m:de 0°-de 


kind I Ver—me—m J Ve'—m)e'—n) 
Die beiden Integrale in der letzten Gleichung sind elliptische und 
zwar das erste eines erster und das zweite ein solches zweiter 


Gattung. 
Wir setzen zunächst 


de 
Vie’ — m) (e?—n) 


und hierin 
2 —f 
p) 


o 
ae Man 
ee 5: 


Sodann führen wir ein 


so folgt 


tn =Ss—6&, 
t =s—&, 

mit der Bedingung 

Durch Subtraktion ergibt sich 
Ne 
n—-—m=a— 6%, 
ie ee 2, 
und hieraus 


mn 
ec 
Es wird dann 
h = ds 
V4(s — 1) 6)8 6%) 
und 
s=-p(w+ w'). 


Die Größe w soll als unabhängige Variable eingeführt werden; der 
Wert w=0 soll dem Werte (eg) = 0 entsprechen; setzen wir nun 
fest, daß f(e) für o=Yn verschwindet*), so ist dann t=n, also 


s=£, d.h. es muß 
w—=0 
genommen werden. 


*) Vgl. hierzu die Grenzen des Integrals im Falle 1. dieses Paragraphen! 


Eee DENE MT! Bie.:; 


EA 
Mithin ist | 
s=p(w+o). 
Es ist 


se TRETEN jl. tdt 
3 Vo: -m)le!-n) Vıtt—m)(t—n' 
er hat sich ergeben 
t=p(w+o)— &, 
daher 
= -/Ipw+0o)— a}dw, 
B c°(w-+ o) 
eu + sw+te) zus 
wobei die Integrationskonstante so bestimmt ist, daß das Integral 
für w= 0 verschwindet und 


ist. 
Da 
(wo) 6% (W) 
wre 91T WW) 
ist, so haben wir 
co, (w) mn 6 (w) 
ee 


Unser Endergebnis lautet also: 


Vi — k?sin?ö mn 64 (w)\“ 
(4) „F(e) ine = Bug Ma a) 
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